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Bewegungsgleichungen eines elastischen Stabs 
 

Die Bewegungsgleichung eines freien elastischen Stabs (Länge L, Querschnitt A = a2, 

Elastizitätsmodul E, Masse m = ρ0AL) soll hergeleitet werden. Aufgrund der auftretenden 

Belastungen kann angenommen werden, dass der Stab nur in Längsrichtung elastische 

Verformungen zeigt und in Querrichtung als starr angesehen werden kann. 

 

 
 

Globale Ansatzfunktionen für Längsverschiebung: u(x) = Φ1(x)q1 + Φ2(x)q2 

 

 
 

a.) Geben Sie die Position eines Punktes P  des Balkens im Referenzsystem an. 

 

𝐫RP = [

𝐫RPx

𝐫RPy

𝐫RPz

] = 𝐑RP + 𝚽P ⋅ 𝐪 =

[
 
 
 
 

]
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b.) Bestimmen Sie die Komponenten der Massenmatrix. 

 

Masse des Körpers: m𝐄 = ∫ 𝐄dm
Ω0

=

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 

Trägheitstensor: 𝐈(𝐪) = ∫ 𝐫̃RP ⋅ 𝐫̃RP
T dm

Ω0
= ∫

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

dm
Ω0

 

 

Ixx = ∫ dm
Ω0

= ρ0 ∫ ∫ ∫ dx dy dz  

 
 =  

 

Iyy = Izz = ∫ dm
Ω0

= ρ0 ∫ ∫ ∫ dxdy dz  

 
 =  

 
Ixy = Ixz = Iyz =   

 
 
Diese Berechnungen lassen sich auch sehr einfach mit der Matlab-Symbolic Toolbox 
durchführen: 
 
I=int(int(int(rRP_tilde*transpose(rRP_tilde)*rho,x,0,L),y,-a/2,a/2),z,-a/2,a/2); 

 
 
Im Falle keiner elastischen Verformungen reduziert sich Iyy = Izz zu 

 
Iyy =   
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Schwerpunktlage: 𝐜(𝐪) =
1

m
∫ 𝐫RP dm
Ω0

=

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

 
 
Massenmatrix aus elastischem Anteil: 
 

𝐌e = ∫𝚽P
T ⋅ 𝚽P dm

Ω0

=

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

 

 
Kopplungsterme: 
 

𝐂t = ∫𝚽P
T dm

Ω0

=

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

 

 

𝐂r = 𝐂r(𝐪) = ∫𝚽P
T ⋅ 𝐫̃RP

T dm

Ω0

=

[
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 

 

 
c.) Bestimmen Sie die von den elastischen Anteilen abhängigen Komponenten des 

Vektors der Zentrifugal- und Coriolis-Kräfte. 

 

für den translatorischen Anteil: 

 

𝐜̇ =

[
 
 
 
 
 
 

]
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für den rotatorischen Anteil:  

𝐆r(𝐪, 𝐪̇) = 2 ∫ 𝐫̃RP ⋅ 𝐫̇̃RP
T  dm 

Ω0

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

für Anteile aus den elastischen Koordinaten: 
 

𝐆e(𝐪̇) = 2∫ 𝚽P
T ⋅ 𝐫̇̃RP

T  dm 
Ω0

=

[
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 

 

 

𝐎e
1(𝐪) = ∫ 𝚽̃P

∗1 ⋅ 𝐫̃RP dm 
Ω0

=

[
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 

 

 

𝐎e
2(𝐪) = ∫ 𝚽̃P

∗2 ⋅ 𝐫̃RP dm 
Ω0

=

[
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 

 

 

d.) Geben Sie die Steifigkeitsmatrix an.  

 

𝐊e = ∫ 𝚽P
′T ⋅ 𝐂̂ ⋅ 𝚽P

′  dV 
Ω0

=

[
 
 
 
 
 

]
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e.) Bestimmen Sie für das Moment Mz und die Kraft Fx den Vektor der Oberflächenkräfte. 

 

𝐡d = [

𝐄
𝐫̃RPk

𝚽Pk

T
] ⋅ 𝐟Pk

+ [

𝟎
𝐄

𝚿Pk

T
] ⋅ 𝐥Pk

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

f.) Geben Sie die Bewegungsgleichungen des elastischen Stabs unter Verwendung des 

Vektors der Winkelgeschwindigkeit des Referenzsystems 𝛚IR = [ωIR1
ωIR2

ωIR3]T 

an. 

 


